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Punteggio
(1) Si consideri un codice a 3 cifre decimali a1a2a3 scelte a caso e indipendentemente l'una
dall'altra. Per i = 1, 2 poniamo
Xi =
{
1 se ai = ai+1
0 altrimenti.
(a) Stabilire la densità delle Xi.
(b) Stabilire se le variabili X1 e X2 sono indipendenti.
(c) Stabilire la densità di X1 +X2 e di X1 ·X2.
(a) le Xi sono variabili di Bernoulli, in quanto assumono solo i valori 0 e 1. Utilizzando
la formula delle probabilità totali abbiamo
P (Xi = 1) =
10∑
j=1
P (ai = j, ai+1 = j) = 10 · 1
10
· 1
10
=
1
10
.
Abbiamo quindi che sia X1 che X2 sono variabili B(1,
1
10
). In alternativa si può
semplicemente osservare che su 100 codici di 2 cifre esattamente 10 hanno le due
cifre uguali e quindi la probabilità di avere le due cifre uguali è proprio 1/10.
(b) Determiniamo la densità congiunta p(x, y) di X1 e X2. Abbiamo
p(0, 0) = P (X1 = 0, X2 = 0) = P (a2 6= a1, a2 6= a3) = 10 · 9 · 9
1000
=
81
100
p(0, 1) = P (X1 = 0, X2 = 1) = P (a1 6= a2 = a3) = 10 · 9
1000
=
9
100
p(1, 0) = p(0, 1)
p(1, 1)P (X1 = 1, X2 = 1) = P (a1 = a2 = a3) =
10
1000
=
1
100
In tutti i casi abbiamo p(x, y) = P (X1 = x)P (X2 = y) e quindi le variabili X1 e
X2 sono indipendenti.
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(c) Sia Y = X1 + X2. La variabile Y può assumere i valori 0,1,2. Calcoliamo la
densità.
P (Y = 0) = P (X1 = 0, X2 = 0) = P (X1 = 0)P (X2 = 0) =
81
100
P (Y = 2) = P (X1 = 1, X2 = 1) = P (X1 = 1)P (X2 = 1) =
1
100
P (Y = 1) = 1− P (Y = 0)− P (Y = 2) = 18
100
e quindi riassumento
pY (k) =

81
100
k = 0
18
100
k = 1
1
100
k = 2
0 altrimenti.
Poniamo inoltre Z = X1X2. La variabile Z può assumere solo i valori 0 e 1 ed è
quindi una variabile di Bernoulli. Si ha
P (Z = 1) = P (X1 = 1, X2 = 1) = P (X1 = 1)P (X2 = 1) =
1
100
e quindi Z ∼ B(1, 1
100
).
(2) Si considerino 2 variabili aleatorie indipendenti X ed Y . Sono noti i seguenti valori
della densità congiunta
@
@X
Y
1
8
3
8
3
32
0 1
0
1
2
(a) Calcolare P (X = 0).
(b) Calcolare P (Y = 1).
(c) Completare la tabella a doppia entrata della densità congiunta delle variabili X
ed Y .
(a) Dalla prima riga della tabella deduciamo che
P (X = 0) = P (X = 0, Y = 0) + P (X = 0, Y = 1) =
1
8
+
3
8
=
1
2
.
(b) Siccome le variabili X ed Y sono indipendenti abbiamo
P (X = 0, Y = 1) = P (X = 0)P (Y = 1).
Dalla tabella sappiamo che P (X = 0, Y = 1) = 3
8
mentre dal punto (a) abbiamo
P (X = 0) = 1
2
. Ne deduciamo che
P (Y = 1) =
P (X = 0, Y = 1)
P (X = 0)
=
3
4
.
(c) Analogamente a prima dall'identità P (X = 1, Y = 1) = P (X = 1)P (Y = 1)
possiamo determinare
P (X = 1) =
P (X = 1, Y = 1)
P (Y = 1)
=
3
32
3
4
=
1
8
.
Possiamo quindi completare la descrizione delle densità marginali: P (X = 2) =
1−P (X = 0)−P (X = 1) = 3
8
e P (Y = 0) = 1−P (Y = 1) = 1
4
. I valori mancanti
della densità congiunta sono quindi
P (X = 1, Y = 0) = P (X = 1)P (Y = 0) =
1
8
· 1
4
=
1
32
P (X = 2, Y = 0) = P (X = 2)P (Y = 0) =
3
8
· 1
4
=
3
32
P (X = 2, Y = 1) = P (X = 2)P (Y = 1) =
3
8
· 3
4
=
9
32
(3) Una parola della lingua italiana è composta da un numero di lettere di media 5 e scarto
quadratico medio 2. Si consideri una frase casuale composta da 20 parole casuali e sia
X il numero di caratteri (spazi inclusi) di cui è composta una tale frase.
(a) Determinare la media e la varianza di X.
(b) Determinare la probabilità con cui una frase casuale di 20 parole è costituita da
più di 100 caratteri.
(a) Detta Xi la variabile lunghezza della i-esima parole abbiamo
X = X1 +X2 + · · ·+X20 + 19,
in quanto tra le 20 parole dobbiamo considerare anche i 19 spazi. Si ha quindi
E[X] = E[X1] + · · ·+ E[X20] + E[19] = 20 · 5 + 19 = 119.
e
V ar(X) = V ar(X1) + · · ·+ V ar(X20) = 20 · 4 = 80
in quanto la varianza di una variabile costante è nulla.
(b) La variabile X la approssimiamo con una variabile ζ ∼ N(119, 80) grazie al teo-
rema centrale del limite. Applicando la correzione di continuità abbiamo
P (X > 100) = P (ζ > 100, 5) = P (ζ0 >
100, 5− 119√
80
) = P (ζ0 > −2, 07) = Φ(2, 07) = 98%.
